
Sémantique  
dénotationnelle

... d’un langage impératif jouet



IMP: syntaxe
1.1 IMP

Considérons le langage IMP dont la syntaxe est la suivante :

Commandes Expressions
c ::= x := e a↵ectation e ::= x variables

| skip ne rien faire | ṅ constante entière (n 2 Z)
| c1; c2 séquence | e+̇e addition
| if e then c1 else c2 conditionnelle | �̇e opposé
| while e do c boucle while

On peut difficilement faire plus simple. On pourrait inclure de nombreuses autres constructions,
tant de commandes que d’expressions, mais celles-ci nous suffiront pour l’instant. (De plus, le
langage est déjà Turing-complet !)

Il faudra bien faire attention à distinguer la syntaxe (ci-dessus) de la sémantique (les valeurs
calculées). Pour enfoncer le clou, j’ai décidé de noter +̇, resp. �̇, certains symboles dont la
sémantique sera l’addition +, respectivement l’opposé �. Les symboles +̇ et �̇ ne sont que des
lettres, et rien d’autre.

Commençons par donner une sémantique des expressions e. Idéalement, on aimerait pouvoir
définir une valeur JeK, en disant par exemple que

q
3̇2

y
= 32,

q
e1+̇e2

y
= Je1K+ Je2K, etc. Mais il

nous faudra aussi donner la valeur des variables. Pour ceci, nous paramétrons la sémantique par
un environnement, c’est-à-dire une fonction (totale) ⇢ qui à chaque variable associe sa valeur.

Nous supposerons que IMP calcule sur des entiers dans Z, l’ensemble Env des environne-
ments sera donc l’ensemble V ar ! Z de toutes les fonctions de l’ensemble V ar des variables
vers Z. (Nous ignorons donc le fait qu’un programme réel calculerait plutôt sur des entiers ma-
chines.)

On pose ainsi :

JxK ⇢ = ⇢(x)

JṅK ⇢ = nq
e1+̇e2

y
⇢ = Je1K ⇢+ Je2K ⇢q

�̇e
y
⇢ = � JeK ⇢.

C’est un exemple (très simple, et quasi-creux), de sémantique dénotationnelle : une fonction
sémantique J K qui à chaque couple expression, environnement associe une valeur.

Nous aurons plus de difficulté à définir une sémantique opérationnelle des commandes. On
serait tenté de définir JcK ⇢, pour chaque commande c et environnement ⇢ (avant l’exécution de
la commande), comme valant l’environnement à la fin de l’exécution de la commande, par :

Jx := eK ⇢ = ⇢[x 7! JeK ⇢]
JskipK ⇢ = ⇢

Jc1; c2K ⇢ = Jc2K (Jc1K ⇢)

Jif e then c1 else c2K ⇢ =

⇢
Jc1K ⇢ si JeK ⇢ 6= 0
Jc2K ⇢ si JeK ⇢ = 0
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(i). Si x  x0, alors pour tout i 2 I , fi(x)  fi(x0)  f(x0) par monotonie de fi et
le fait que fi  f . En prenant le sup sur i 2 I , f(x) = supi2I fi(x)  f(x0), donc f est
monotone. Soit maintenant (xj)j2J une famille dirigée d’éléments de X . On veut montrer que
f(supj2J xj) = supj2J f(xj). Le côté gauche vaut supi2I fi(supj2J xj) = supi2I supj2J fi(xj)
car fi est continue pour tout i, et le côté droit vaut supj2J supi2I fi(xj). Ces deux quantités
sont égales, parce que supi2I supj2J Aij = supj2J supi2I Aij pour n’importe quelle famille
d’éléments Aij : les deux côtés de l’équation ont les mêmes majorants.

(ii) Démontrer que f est le sup de (fi)i2I , c’est démontrer que f est un majorant des fi
(évident), et que c’est le plus petit. Si g est un autre majorant, alors fi(x)  g(x) pour tout i 2 I ,
donc f(x) = supi2I fi(x)  g(x), et on a fini.

Finalement, si Y est pointé, soit ? son plus petit élément : alors la fonction constante qui à
tout x associe ? est le plus petit élément de [X ! Y ]. ut

2 Sémantique dénotationnelle de IMP

La sémantique dénotationnelle, et la théorie des dcpos, brille dans le cas des langages fonc-
tionnels. Dans le cas de langages impératifs comme C ou IMP, elle est trop simple pour que
l’on voie clairement l’intérêt de la théorie générale des dcpos. Néanmoins, nous commençons
par IMP, où nos théorèmes de correction, d’adéquation et d’abstraction complète seront plus
accessibles. Nous nous intéresserons à un langage fonctionnel en section 3.

Nous reprenons notre tentative de sémantique dénotationnelle pour IMP du poly précédent.
Env et l’ensemble V ar ! Z des environnements, vu comme un dcpo avec l’ordre d’égalité. On
équipe aussi V ar et Z de l’ordre trivial d’égalité. À ce titre, Env est aussi le dcpo [V ar ! Z]
des fonctions continues de V ar dans Z. . . car toutes les fonctions de V ar dans Z sont continues.

Pour tout dcpo X , nous définirons le lifting X? de X comme étant le dcpo union disjointe de
X et de ?, avec ?  x pour tout x 2 X , l’ordre sur les éléments de X? qui sont dans X étant
le même que l’ordre de X . On dit parfois que X? est obtenu en ⌧ ajoutant un nouvel élément ?
en-dessous de X �.

La sémantique des expressions est donnée par la définition de JeK ⇢ 2 Z pour tout ⇢ 2 Env.
La définition est la même qu’en section 1.1 du poly précédent :

JxK ⇢ = ⇢(x)

JṅK ⇢ = nq
e1+̇e2

y
⇢ = JeK1 ⇢+ JeK2 ⇢q

�̇e
y
⇢ = � JeK ⇢.

On définit la sémantique des commandes JcK ⇢, pour ⇢ 2 Env, comme un élément de Env?, et
non plus Env. Ceci est une modification (apparemment) très mineure de notre tentative avortée
précédente. Ceci nous permet de poser :

Jx := eK ⇢ = ⇢[x 7! JeK ⇢]
JskipK ⇢ = ⇢
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Jc1; c2K ⇢ =

⇢
? si Jc1K ⇢ = ?

Jc2K (Jc1K ⇢) sinon

Jif e then c1 else c2K ⇢ =

⇢
Jc1K ⇢ si JeK ⇢ 6= 0
Jc2K ⇢ si JeK ⇢ = 0

Jwhile e do cK ⇢ = lfp(Fe,c)(⇢)

où Fe,c: [Env ! Env?] ! [Env ! Env?] est la fonctionnelle suivante :

Fe,c(f)(⇢) =

8
<

:

⇢ si JeK ⇢ = 0
? si JeK ⇢ 6= 0 et JcK ⇢ = ?

f(JcK ⇢) si JeK ⇢ 6= 0 et JcK ⇢ 6= ?

Les cas qui changent sont ceux de la séquence c1; c2, où l’on reconnaı̂t que c1 peut ne pas
terminer (Jc1K ⇢ = ?), et surtout celui de la boucle while, qui est (enfin) bien défini. On notera
notamment que l’on y calcule le plus petit point fixe d’une fonction Fe,c de [Env ! Env?] dans
lui-même. C’est bien défini, par le corollaire 3, parce que :

– [Env ! Env?] est un dcpo pointé. Son plus petit élément est la fonction constante qui à
tout environnement ⇢ associe ? (la fonction qui ne termine sur aucun environnement de
départ).

– Et parce que Fe,c est continue. . . ce qui nous reste à prouver. Ce sera la proposition 6. Nous
aurons besoin de quelques lemmes préliminaires.

Notons JcK la fonction qui à ⇢ 2 Env associe JcK ⇢ 2 Env?.

Proposition 6 Pour toute commande c, JcK est bien définie de Env vers Env?. La fonction Fe,c

est continue.

Démonstration. On démontre que JcK ⇢ est bien définie pour toute commande c et tout environ-
nement ⇢, par récurrence structurelle sur la commande c. Le seul cas intéressant est celui de la
boucle while. Par hypothèse de récurrence, nous savons que JcK est bien définie.

Montrons d’abord que Fe,c est monotone. Si f  f 0, alors pour tout ⇢ 2 Env, ou bien JeK ⇢ =
0 et Fe,c(f)(⇢) = ⇢ = Fe,c(f 0)(⇢) ; ou bien JeK ⇢ 6= 0, JcK ⇢ = ? et Fe,c(f)(⇢) = ? = Fe,c(f 0) ;
ou bien JeK ⇢ 6= 0, JcK ⇢ 6= ? et Fe,c(f)(⇢) = f(JcK ⇢)  f 0(JcK ⇢) = Fe,c(f 0)(⇢0). Dans tous les
cas, Fe,c(f)(⇢)  Fe,c(f 0)(⇢0). Donc Fe,c(f)  Fe,c(f 0), ce que l’on souhaitait démontrer.

Montrons la continuité de Fe,c. Soit (fi)i2I une famille dirigée d’éléments de [Env ! Env?],
dont le sup est f . Nous devons démontrer que Fe,c(f) = supi2I Fe,c(fi), autrement dit que pour
tout ⇢ 2 Env, Fe,c(f)(⇢) = supi2I Fe,c(fi)(⇢). C’est évident si JeK ⇢ = 0 (auquel cas tous les
termes sont égaux à ⇢), ou si JeK ⇢ 6= 0 et JcK ⇢ = ? (auquel cas tous les termes sont égaux à ?).
Dans le cas qui reste, Fe,c(f)(⇢) = f(JcK ⇢) = supi2I fi(JcK ⇢) = supi2I Fe,c(fi)(⇢).

Comme Fe,c est continue, lfp(Fe,c) existe par le corollaire 3, et Jwhile e do cK ⇢ est donc bien
définie. ut

On n’avait pas besoin de démontrer que Fe,c était continue. Le fait qu’elle soit monotone suffit
à démontrer l’existence de lfp(Fe,c), par le théorème de Tarski 1. Nous aurons besoin de la
continuité plus tard.
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tout environnement ⇢ associe ? (la fonction qui ne termine sur aucun environnement de
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⟦c⟧ : ρ ∈ Env → Env⊥  

Env = Var → Z

où:



Bonne définition

• Thm: ⟦c⟧ρ est bien définie, et la 
fonctionnelle Fe,c est continue.

• Preuve: par récurrence structurelle sur c.  
Le point intéressant est la continuité de Fe,c.



Sémantique opérationnelle 
à grands pas (rappel)

(:=)
⇢ ` x := e ) ⇢[x 7! JeK ⇢]

(skip)
⇢ ` skip ) ⇢

⇢ ` c1 ) ⇢0 ⇢0 ` c2 ) ⇢00
(Seq)

⇢ ` c1; c2 ) ⇢00

⇢ ` c1 ) ⇢0
(if1)

⇢ ` if e then c1 else c2 ) ⇢0

si JeK ⇢ 6= 0

⇢ ` c2 ) ⇢0
(if2)

⇢ ` if e then c1 else c2 ) ⇢0

si JeK ⇢ = 0

⇢ ` c ) ⇢0 ⇢0 ` while e do c ) ⇢00
(while)

⇢ ` while e do c ) ⇢00

si JeK ⇢ 6= 0

(whilefin)
⇢ ` while e do c ) ⇢

si JeK ⇢ = 0

FIGURE 3 – La sémantique opérationnelle à grands pas de IMP

La tradition est de noter les jugements à l’aide d’une syntaxe qui évoque un peu plus clai-
rement ce qu’ils signifient, et nous utiliserons donc la notation ⇢ ` c ) ⇢0 : ⌧ partant de ⇢,
l’exécution de c termine sur l’environnement ⇢0 �.

Un jugement tel quel n’est ni vrai ni faux : c’est juste un triplet. On définit le fait qu’un
jugement soit dérivable dans un système de déduction. Pour IMP, on considérera celui de la
figure 3.

Le style d’écriture ressemble à celui de la sémantique dénotationnelle. . . à la différence im-
portante qu’il n’y a pas de problème avec la sémantique du while.

En effet, si l’on regarde la règle (while), nous ne sommes pas en train de définir la sémantique
de while e do c (partant de ⇢) en fonction de la sémantique de while e do c (partant de
⇢0, seconde prémisse). Ce que nous écrivons, c’est : si on peut fabriquer une dérivation de
⇢0 ` while e do c ) ⇢00 (et une de ⇢ ` c ) ⇢0), alors on peut, via la règle (while), en
déduire une dérivation de ⇢ ` while e do c ) ⇢00.

La lecture de ces règles est déroutante au premier abord. Un sens adéquat de lecture, qui
correspondrait en gros à l’ordre d’évaluation, serait de :

– partir de l’environnement à gauche du signe ` (⌧ thèse �) dans la conclusion de la règle ;
– remonter et lire les prémisses, de gauche à droite ;
– redescendre à droite du signe ` dans la conclusion.

Par exemple, pour la règle (Seq) : partant de l’environnement ⇢ (première étape), on retrouve ⇢
à gauche de la première prémisse, qui dit d’évaluer c1 ; une fois ceci fait, on obtient un nouvel
environnement ⇢0, que l’on utilise pour évaluer c2 ; ceci fournit l’environnement final ⇢00, que l’on
retourne à droite de la conclusion, en bas de la règle.
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Correction

• Thm: si ρ ⊢ c ⇒ ρ∞ est dérivable [grand 

pas] alors ⟦c⟧ρ = ρ∞.

• Preuve: par récurrence structurelle sur la 
dérivation…

• Note: Ceci implique ⟦c⟧ρ≠⊥.



Adéquation

• Dans l’autre sens:

• Thm: si ⟦c⟧ρ = ρ∞≠⊥ alors ρ ⊢ c ⇒ ρ∞ 

est dérivable [grand pas].

• Preuve: par récurrence structurelle sur c.

• L’unique difficulté est le cas des boucles 
while…



Correction+adéquation

• Thm: Les deux propriétés suivantes sont 
équivalentes:

• ρ ⊢ c ⇒ ρ∞ est dérivable [grand pas]

• (c . ε, ρ) →* (ε, ρ∞) [petits pas]

• ⟦c⟧ρ = ρ∞≠⊥ [dénotationnelle].


